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Вычислительной основой, обеспечивающей
эффективность интерпретации гравиметриче�
ских данных, служит решение обратных задач
[Страхов, 1962; Страхов, 1998], суть которых со�
стоит в нахождении плотностной модели изучае�
мой среды в выделенной области по известному
ее гравитационному влиянию вне этой области.
Хорошо известно, что эта задача в высшей степе�
ни некорректна. Во�первых, ее решение не удо�
влетворяет ни одному из условий корректности
по Адамару [Иванов, 1978]. Во�вторых, также и
само выделение компоненты гравитационного по�
ля [Магницкий, 1949], имеющей источниками
массы, сконцентрированные исключительно в вы�
деленной, изучаемой области – задача, недоопре�
деленная, решаемая с большой долей приближе�
ния и зачастую при жестких ограничениях. Ее
предмет – это редуцирование гравитационных по�
лей, которое выполняется, как правило, много�
кратно и относится к числу методических приемов
анализа гравитационного поля [Андреев, 1962].

Основным предметом рассмотрения настоя�
щей работы служат свойства решений собственно
обратных задач вне проблем редуцирования.
Причина пристального к ним обращения состоит
в том, что аналитические свойства получаемых
решений, неявно наследуемые в алгоритмах ре�
шения обратных задач гравиметрии, могут прева�
лировать над их геологической содержательно�
стью, самым радикальным способом сказываясь
на достоверности и эффективности геологиче�
ской интерпретации результата. 

Основным приемом решения обратных задач
служат методы, основанные на аппроксимацион�
ном подходе [Страхов, 1999], служащим обобще�
нием и формализацией широко распространен�
ных методов подбора [Юньков, 1958; Страхов,
1964]. Главной проблемой виделось увеличение
аппроксимационных возможностей используе�
мых конструкций и преодоление возникающих
при этом эффектов неустойчивости [Страхов,
1999]. Тем не менее, при практической реализа�
ции методов решения линейных обратных задач
гравиметрии в рамках методов подбора (аппрок�
симационный подход) в определенных условиях
проявлялись специфические эффекты в решени�
ях [Кобрунов, 1983] типа концентрации аномаль�
ных масс у границ изучаемого объекта, которые
лишали содержательности и возможности осмыс�
ленной интерпретации получаемых результатов.
Чаще всего коррективы вносились на этапе гео�
логической интерпретации “ручным” способом,
однако преодолеть их отрицательное влияние не
удавалось. Это сдерживало применимость ясных
и удобных для реализации методов подбора при
изучении сложно построенных сред и, в конеч�
ном итоге, вело к получению заведомо ошибоч�
ных результатов. Эффекты проявления специфи�
ческих аналитических свойств в решениях обрат�
ных задач, основанных на аппроксимационных
конструкциях в условиях, когда эти конструкции
еще не выходили за класс единственности, полу�
чили название эффектов скрытой эквивалентно�
сти [Кобрунов, 2008]. Эти эффекты имеют причи�
ной существование у исходной обратной задачи
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широкого класса эквивалентности – т.е. семей�
ства эквивалентных решений. Для линейных за�
дач этот класс образует линейное подпростран�
ство в пространстве распределений плотности.
На используемой аппроксимационной конструк�
ции такой эквивалентности нет. Она строилась,
имея в виду некоторый образ реальной модели.
Но может так случиться, и случается на самом де�
ле, что среди элементов эквивалентных по полю
реальной модели есть иной, совершенно чуждый
геологическим установкам – формальный эле�
мент, который выбранной аппроксимационной
конструкцией подбирается лучше, чем истин�
ный. В итоге, в качестве решения обратной зада�
чи в классе аппроксимационных моделей будет
получено приближение не к истинной модели, а к
этому формальному и геологически чуждому рас�
пределению. Это тонкий эффект, слабо поддаю�
щийся анализу и управлению, но, тем не менее,
существенно ограничивающий применимость
методов основанных на аппроксимационном
принципе.

Настоящая работа посвящена изучению эф�
фекта скрытой эквивалентности в гравиметрии и
выработке контр мер для его преодоления.

ЭФФЕКТ СКРЫТОЙ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ. 
ПОСТАНОВКА ВОПРОСА

Пусть в выделенной области V нижнего полу�
пространства z > 0 (используется традиционная
прямоугольная декартова система координат XYZ
с осью OZ, направленной вниз) искомое распре�
деление плотности   =  по вертикаль�
ной производной гравитационного потенциала

 s0 =  заданной на поверхности z0 =
=

(1)

γ – гравитационная постоянная.

В частности, для задач анализа можно считать,
без существенного влияния на результат  ≡
≡ z0 > 0 = const, что приводит к:

 (2)
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Кажущимся обобщением в вопросах исследо�
вания эквивалентности служит рассмотрение по�

ля  = u(s0), заданного в конечном множе�

стве точек либо системы функционалов от поля.
Однако на самом деле эти рассмотрения только
расширяют эффекты эквивалентности и прояв�
ляющиеся для (2) проявляется и во всех этих част�
ных случаях. Такое обобщение легко выполняется
и сводится к цепочке включений классов эквива�
лентности и классов единственности по иерархии
способов задания наблюдаемой u(s0). Эти вопро�
сы, а также аналитические свойства оператора (1)
достаточно полно изучены [Кобрунов, 1985]. В
частности, известно, что для любой ограничен�
ной области V, (2) есть вполне непрерывный опе�
ратор из Lp(V) в   

 а для неограниченной области, V
включаемой в полосу Π: 0 > z1 > z2 < ∞ вполне не�
прерывен при условии 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞.

Хорошо известны и формализованы принци�
пы, лежащие в основе методов инверсии апрок�
симационного типа [Кобрунов, 2008]. В главном
они включают следующие две компоненты:

• содержательную аппроксимационную кон�
струкцию M, среди элементов которой m ищется
решение обратной задачи;

• функционала J[ ], минимизация которого ре�
ализует технологию нахождения квазирешения: 

 (3)

Должны выполняться следующие условия:
1. Конструкция M должна быть содержательна

относительно неизвестного распределения ,
которое отражает реальную геологическую модель.
Предполагается, что найденное в дальнейшем ква�
зирешение m1 на M располагается в окрестности

этого распределения:  ≤ ε, где ε доста�
точно мало. 

2. Конструкция M должна быть классом един�
ственности: из   следует
ξ1 = ξ2. 

3. Функционал (3) сильно выпуклый на M.
В частности: 

 (4)

Содержательность аппроксимационной кон�
струкции включает в себя помимо допустимой
величины меры содержательности ε, норму про�
странства X, относительно которой минимизиру�
ется мера содержательности. 
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замкнут, и образ этого оператора вкладывается в
банахово пространство Y: ; если
множество  =   =
=  – класс эквивалентности для оператора

, то  замкнуто и существует
единственная проекция σ2 элемента m2 на

 ⊆ ⊆  Таким
образом, в результате построения квазирешения
на M для обратной задачи для (2):

(5)

будет получен элемент m2, аппроксимирующий

не то реальное распределение  под которое
“подстраивалась” аппроксимационная конструк�
ция M, а некоторый иной элемент  из класса
эквивалентности  который может ока�
заться весьма далеким от “запланированного”

 Пара m2 и  представляют собой реше�
ние задачи:

 (6)

которое при достаточно универсальных аппрок�
симационных конструкциях M весьма чувстви�
тельно к выбору нормы в X. 

Попытка геологической интерпретации полу�
ченного квазирешения m2, а по существу элемен�

та из класса эквивалентности , обречены на
получение ошибочных заключений. Таким обра�
зом, построение единственного квазирешения на
аппроксимационной конструкции, где нет явной
эквивалентности, в том числе и практической,
может привести к аппроксимации совершенно
чуждого геологическому смыслу, заложенному в
выборе содержательной конструкции M, резуль�
тату. Этот эффект называется эффектом скрытой
эквивалентности.

Следующие свойства классов эквивалентно�
сти почти очевидны, и, тем не менее, полезны для
оперирования этими понятиями:

1. Если M ⊆ N ⊆ X, то  ⊆  ⊆
⊆  при общем носителе V элементов из
M, N, X.

2. Если W ⊆ V, то  ⊆ 

3. Ортогональная проекция  в
L2(V) распределения плотности  на подпро�
странство G гармонических в V функций есть пре�
образование из  в себя.

Последний результат следует из известной тео�
ремы П.С. Новикова [Новиков, 1938] о равенстве
нулю интеграла от произведения любой гармони�
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ческой функции на функцию с нулевым внешним
потенциалом. Действительно, необходимым и
достаточным условием на ортогональную проек�
цию в L2(V) элемента  на подпространство G
служит условие 

(7)

Но тогда по теореме П.С. Новикова:
 = 0, что и доказывает требу�

емое.

Следствием из него служит тот факт, что мно�
жество  состоит только из одного эле�
мента, и, следовательно, класс гармонических
функций служит примером класса, на котором
уравнение (2) однозначно и плотно разрешимо.

Столь пристальное внимание к гармониче�
ским функциям как возможным решениям об�
ратной задачи гравиметрии, связано с двумя вза�
имоувязанными обстоятельствами. Во�первых,
гармоническая в области V функция есть един�
ственное нормальное решение уравнения (2)
[Кобрунов, 1985]. Во�вторых, квазирешения в
линейных обратных задачах (5) на линейных ап�
проксимационных конструкциях M в квадратич�
ных метриках представляют собой проекцию не�
которой гармонической функции на подпро�
странство M. 

Действительно, пусть Ψ, замкнутый оператор
из L2(E0) в себя и  ⊆  Он имеет
смысл критерия подбора поля. Это, например,
операторы вычисления высших производных,
умножение на весовые функции и так далее. Ква�
зирешение для (5) определено как решение задачи:

 (8)

Примером класса M в современной
реализации служит широко распространенная се�
точная конструкция [Мартышко, 2013].

Попытка получения формализованного реше�
ния обратных задач в рамках методов подбора за�
ведомо обречена на неудачу. Справедливы следу�
ющие утверждения.

Утверждение 1. Для того, чтобы элемент 
был решением задач (7) при условии что M –
класс единственности, необходимо и достаточно,
чтобы существовала такая гармоническая в V
функция  ∈ G, что 

(9)
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ческой функции при ортогональном проектиро�
вании.

Действительно, переписываем (7) в форме:

(10)

После чего учитывая линейность и ограничен�
ность  выписываем уравнения Эй�
лера для (9), которые в силу линейности компо�
нент являются и достаточными условиями:

(11)

Звездочка над оператором означает его сопря�
жение. В частности ортогональный проектор есть
линейный самосопряженный оператор [Ахиезер,

1966]:  =  

PV – проектирование на пространство функций с
носителем V.

Учитывая единственность решения (9) получа�
ем, что существует сходящаяся последователь�
ность:

Откуда следует:

(12)

Так как M класс единственности, то выбор ну�
левого приближения не влияет на результат реше�

ния и можно считать  = 0. Поскольку  ⊆
⊆ G, то из (11) следует требуемое (8). В том случае,
если M не есть класс единственности, то результат
решения (9) зависит от выбранного нулевого при�

ближения  и (8) преобразуется к виду:  =

=  + . Таким образом, отличие
результата от нулевого приближения состоит в до�
бавлении проекции на M гармонической функции. 

Замечание. Свойство (8) не зависит от того, ка�
кой оператор “подбора поля” Ψ выбран. Он вли�
яет лишь на конкретный выбор гармонической
функции, но не выводит из класса гармонично�
сти. Гармонические функции, обладая свойством
максимума модуля на границе области V наследу�
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ются в проекции на M, если M достаточно широк.
Таким образом, возникает дилемма: либо ап�
проксимационная конструкция достаточно ши�
рока для того, чтобы содержательно аппроксими�
ровать реальную геологическую модель (и тогда
получаемые решения в своем отличии от началь�
ной модели наследуют только свойства гармонич�
ности квазирешений, лишая их геологического
смысла), либо конструкция достаточно жесткая,
чтобы свойства гармоничности не проявлялись. Но
в последнем случае возникает вопрос о ее содержа�
тельности. Эта фундаментальная проблема методов
решения обратных задач гравиметрии в рамках ап�
проксимационного подхода, ведет к заблуждениям
в итогах геологической интерпретации результатов
гравиметрии. Решения обратной задачи гравимет�
рии в линейных аппроксимационных конструкци�
ях тяготеют к гармоническим распределениям и это
следствие описанного эффекта скрытой эквива�
лентности. 

Причина, по которой гармонические функции
определяют свойства получаемого квазиреше�
ния, кроется в том, что для класса эквивалентно�
сти  именно гармонические функции
обеспечивают наименьшее уклонение от нуля в
квадратичной метрике. По этой причине именно
гармонические добавки и их проекции получают�
ся в конструкциях квазирешений. 

ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 
В МЕТОДЕ ЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 

ПРЕДСТАВЛЕНИЙ В.Н. СТРАХОВА 

Альтернативным подходом к методам подбора
с призматическими аппроксимацционными кон�
струкциями служит метод линейных интеграль�
ных представлений, активно пропагандируемый
В.Н. Страховым [Страхов, 1990а] для решения об�
ратной задачи гравиметрии. Тем не менее, гармо�
нические решения и, как следствие, эффекты
скрытой эквивалентности достаточно рельефно
проявляются в этом подходе. 

Метод линейных интегральных представлений
В.Н. Страхова имеет формально�математическую
запись, особенностями которой служит задание
условий (1) в более общем виде как уравнений:

 (13)

с носителями для источников разного вида (чис�
лом R) – многообразия Mr, видов источников

 распределенных на этих многообразиях с

мерами  и ядрами данных  своими для
каждого вида из R источников. Данные fi ослож�
нены погрешностями δfi.

В частности для (2) в обозначениях (12):
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   – дискретные точ�

ки наблюдения поля;

 =  R = 1; Mr = V,

μ – мера Лебега dxdydz. 

Для случая R > 1 распределения  могут
быть, например, поверхностными, линейными,
точечными массами с соответствующей коррект�
но определенной плотностью. Тогда Mr – носите�
ли для этих распределений.

Доопределяется задача (12), в методе линей�
ных интегральных представлений осуществляет�
ся требованием минимума квадратичного функ�
ционала:

 (14)

pr(ξ) – весовые функции, обобщением которого
служат линейные комбинации F(σ) и Φj(σ):

 (15)

с заданными функциями  Эти функции ас�
социируются с элементами корреляционной мат�
рицы для компонент распределения плотностей с
различными носителями Mr.

Решение задачи (12)–(13) имеет вид:

 (16)

Для каждой из j�ой задачи (12), (14) существует

неотрицательная матрица  являющаяся сверт�

кой по индексу k матрицы  самой с собой и

 (17)

Множители Лагранжа λi находятся во взаимно
однозначном соответствии с величинами fi и
определяются как устойчивые приближенные ре�
шения систем линейных алгебраических уравне�
ний (СЛАУ): aλ = fδ, a = {aij} 

 (18)

Принципиальное значение в методе линей�
ных интегральных представлений играет тре�
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бование квадратичности минимизируемого
функционала (13) либо его обобщения (14),
поскольку в этом случае обеспечивается линей�
ность уравнений Эйлера для вариационной зада�
чи (уравнения (15), (16)) и, как следствие, воз�
можность сведения задачи о нахождении плот�
ностной модели к приближенному устойчивому
решению СЛАУ. Таким образом “аналитический
мир” линейных интегральных представлений по�
рожден представлением (15)–(16). Лежащие в их

основе функции  представляют собой ядра
Пуассона и являются гармоническими в области
V функциями либо их краевыми значениями на
элементах – носителях источников σr(ξ)–Mr.
Следовательно решения, получаемые в методах
линейных интегральных представлений, пред�
ставляют собой заданные на этапе постановки за�
дачи линейные преобразования от гармониче�
ской в изучаемой области функции либо их крае�
вые значения на носителях Mr. Таким образом
экстремальные апроксимационные свойства гар�
монических функций приводят к получению в
качестве решений (например, для простран�
ственного случая) предопределенного вида
трансформации гармонических распределений,
что явно не подходит для изучения локальных не�
однородностей среды.

ЭФФЕКТЫ ГАРМОНИЧНОСТИ 
В СТРУКТУРНЫХ ОБРАТНЫХ 

ЗАДАЧАХ ГРАВИМЕТРИИ

Описанные эффекты скрытой эквивалентно�
сти, проявляющиеся, в частности, в концентра�
ции максимальных значений модуля искомых па�
раметров у границы любой из подобластей изуча�
емой области, теоретически исследованы для
линейных задач. Их причина кроется в принципе
максимума модуля для гармонических функций, а
сами гармонические функции возникают как про�
образ квазирешений обратных задач при проекти�
ровании на модельный класс в силу особых экс�
тремальных свойств гармонической функции от�
носительно оператора (2). Именно гармоническая
функция является нормальным решением для (2) в
норме L2(V). Подобный эффект проявляется и в
нелинейных задачах. Важнейший их частный слу�
чай – структурные обратные задачи. 

В горизонтальной полосе П, ограниченной в
области E_ вертикальными координатами (z1, z2)
расположено N слоев, ограниченных N + 1 плот�
ностной границей. Каждый слой имеет плотность,
которая известна и может быть переменной по ли�
терале, за исключением плотности σN + 1 слоя, ле�
жащего ниже последней границы (номер N). Эта
плотность считается известной, постоянной и рав�
ной введенной ранее фоновой плотности. Грани�
цы, ограничивающие пласты, представляют со�

( )
i
rQ ξ
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бой однозначные функции пространственных
координат. Вне некоторой цилиндрической обла�
сти V, горизонтальное основание которой (проек�
ция на плоскость E0) есть S; s = {x, y} ∈ S, а боко�
вая поверхность – D, границы выходят на асимп�
тоты. Точный смысл понятию асимптот в данных
модельных представлениях можно придать следу�
ющим предположением. Плотность вне V посто�
янна вдоль каждого луча, выходящего из любой
точки на D ортогонально этой поверхности. Глав�
ным предметом изучения в этой модели служат
плотностные границы. Влияние объектов вне об�
ласти V учитывается соответствующими процеду�
рами редуцирования. В частности асимптотиче�
ское поведение границ вне D рассчитывается и их
гравитационное влияние моделируется. Будем
считать, что плотностные границы описываются
функциями f(s): zi = fi(x, y), i = 0, 1, …, N, и плот�
ность пласта, заключенного между границей с но�
мером i – 1 и границей с номером i, есть σi(x, y). В
связи с тем, что в практике интерпретации грави�
тационных полей принято работать с аномальны�
ми эффектами и избыточными (относительно не�
которого уровня) плотностями, можно считать,
что плотность объектов ниже границы с номером
N равна нулю, что означает σN + 1 = 0. Это означа�
ет, что все плотности посчитаны в отношении к
плотности нижележащей среды. Кроме того, счи�
таем, что σ0 = 0, что является идеализацией. На
практике эти условия легко обходятся введением
дополнительной верхней и нижней горизонталь�
ных границ на глубинах z1 и z2, с соответствующи�
ми процедурами редуцирования. В приведенных
представлениях о строении среды связь между
вертикальной производной гравитационного по�
тенциала и параметрами модели среды в области
V легко получается из (2) [Кобрунов, 2008]:

(19)

Значимое отличие границ от известных к ним

нулевых приближений f*: zi =  с асимпто�
тами, совпадающими с асимптотами для f*(x, y)
имеется только в S.

Нормальное в  относительно нулевого
приближения решение задачи (12) получается как
введение условия:

(20)
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Следующее утверждение характеризует свой�
ства этого решения.

Утверждение 2. Для того чтобы решение урав�

нения (12) было нормально в , необходи�
мо, чтобы существовала гармоническая в V функ�
ция, граничные значения которой на каждой из ис�
комых границ совпадает со значениями уклонения
искомой границы от нулевого приближения, отне�
сенного к перепаду плотности на этой границе. 

Для того чтобы убедиться в справедливости
этого результата следует решить задачу (12)–(13)
и построить для ее решения уравнение Эйлера:

 (21)

которое можно тождественно переписать:

 (22)

Здесь G единая для всех i = 0–N гармоничная в
V функция определенная в правой части (14),
μ(s0) мера на E0. Это может быть обычная мера
Лебега либо атомическая, связанная с поточечно
заданным полем, мера. Убывание функций с
представлением

(23)

При увеличении глубины z для  ∈ 
влечет за собой уменьшение уклонения результа�
та относительно нулевого приближения
(формула (15)) с учетом контрастности границы
(перепад плотности). Чем менее контрастность,
тем меньше вариация границы относительно за�
данного нулевого приближения, то же самое про�
исходит с увеличением глубин залегания границ.
Более глубокие границы меньше изменяются от�
носительно нулевого приближения, чем припо�
верхностные. Это хорошо наблюдаемый при ре�
альных расчетах эффект связан не с геологически�
ми факторами, а единственно с аналитическими
свойствами гармонических функций и их проявле�
ниями в результатах решения обратных задач.

ПУТИ ПРЕОДОЛЕНИЯ ЭФФЕКТОВ 
СКРЫТОЙ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ 

Эффекты скрытой эквивалентности связаны
со специфическими аналитическими свойствами
нормальных решений обратной задачи гравимет�
рии в пространствах с квадратичной метрикой. В
этой связи один из путей их преодоления состоит
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в управлении экстремальными свойствами за
счет модификаций вычислительных схем нахож�
дений квазирешений. 

Собственно эффекты скрытой эквивалентно�
сти состоят в получении результатов при реше�
нии обратной задачи гравиметрии, обладающих
специфическими аналитическими свойствами,
следующими из их свойств оптимальности. Эти
свойства оптимальности заложены в конструкци�
ях алгоритмов, и они не адекватны интуитивно
подразумеваемым свойствам при формировании
содержательных аппроксимационных конструк�
ций. Для преодоления эффектов скрытой эквива�
лентности, а по существу рассогласованности оп�
тимизационных свойств результата решения и ле�
жащих в основе содержательности, следует иметь
возможность управлять параметрами нормальных
решений, меняя их до согласования с содержатель�
ными. Свойства нормальных решений обратных за�
дач в банаховых пространствах и пространствах с
нормой трансформаций искомого распределения
следуют из уравнений Эйлера для вариационной
задачи: 

 (24)

При условии (2). Здесь F линейный замкнутый
оператор с ядром, не имеющий общих элементов
(кроме нуля) с ядром оператора (2). Множества
нормальных решений уравнения (2) относитель�
но нормы  при u(s0), пробегающем все

 ⊆ Y, описывает некоторое многообразие
 Для рефлексивных пространств X и

взаимно однозначных операторов F : X → X нахо�
дится во взаимно однозначном соответствии с

 и поэтому на  решение уравне�
ния (1) существует и единственно. Эти многооб�
разия называются экстремальными классами. Их
конструктивное описание, соответствующее наи�
более распространенным видам норм, и анализ
связей между ними выполнены в работах [Кобру�
нов, 2013]. Наибольший практический интерес
представляют классы  Управление
вычислительным процессом, обеспечивающим
выделение решений с заданными экстремальны�
ми свойствами, реализуется, например, модифи�
кацией итерационного процесса (11) в виде:

(25)

При этом условие того чтобы M было классом
единственности уже излишне. В том случае, когда
M = L2(V) предел в (24) принадлежит 
и в силу однозначной разрешимости (2) на этом
экстремальном классе служит решением для за�
дачи (2), (23). Подбор оператора F в (23) трактует�

( ) min .
X

Fσ →v

( ) X
Fσ v

Im VA
( ), , .VA X F�

Im VA ( ), ,VA X F�

( )2, , .VA L F�

σ
n 1+

v( ) σ
n
v( ) F*F( )

1–
α

nPL2 v( )
*+=

AV
*Ψ AV PL2 v( ) σ

n
v( ),M( )[ ] u S0( )–[ ],M( ).

( )2, ,VA L F�

ся как выражение априорной информации.
Именно так представляется дело в методах ли�
нейных интегральных представлений для реше�
ний обратной задачи гравиметрии. Однако здесь
следует принимать во внимание два обстоятель�
ства.

Первое состоит в том, что проявление эффекта
скрытой эквивалентности в форме появления
гармонических функций заменой гармонической
функции на ее трансформацию, по сути, с содер�
жательной точки зрения ничего не меняет. Во
вторых, проявление эффекта скрытой эквива�
лентности это несоответствие принципов близо�
сти, подразумеваемых при формировании ап�
проксимационной конструкции и тех принципов
оптимальности, которые проявляются в решени�
ях обратных задач и проявляются в специальных
аналитических свойствах решений. Действитель�
но, если оператор F рассматривать, например, как
в (13) представляющим собой деление на весовую
функцию , то результат в (24), в соответствии
с (15), имеет описание как проекция на M произ�
ведения p2(ξ) и гармонической функции. Интуи�
тивное ожидание того, что при равных для всех
точек области V значениях весов p(ξ) будут полу�
чены приблизительно равнозначные уклонения
найденного решения от нуля, явно не оправдыва�
ются, поскольку решение представляет собой гар�
моническую функцию. Априорные предпосылки
при формировании весовой функции не выполня�
ются в результате решения. Выходом может слу�
жить либо корректировка вида весовой функции
по итогам решения обратной задачи с последую�
щим повторным решением с новой весовой функ�
цией, либо корректировка оператора F в процессе
итераций в (24). Первый путь реализовывался в
технологиях построения уравновешивающих ре�
шений [Кобрунов, 1978; 1979]. Он рассматривался
также в работе [Yago Li fyl Douglas,  1998]. Второй –
предусматривал динамическое изменение весовой
функции в итерационном процессе – аналоге (24)
(без использования оптимизационных свойств
решений, стоящих за результатом) и отражал осо�
бенности пошагового получения решения. Это
метод “фокусировки” в задачах электроразведки
[Жданов, 2007] и адаптивные алгоритмы решения
обратных задач [Коченев, 1993]. В этом направле�
нии находятся и методы гидродинамических ана�
логий [Данилов, 1996] для обратных задач грави�
метрии, которые допускают интересное развитие
в задачи геодинамического моделирования с ис�
пользованием гравитационных полей как крае�
вых условий [0].

Однако подобные приемы, рассматриваемые
как универсальные, имеют весьма ограниченную
область “полезности решаемой задачи”. Они да�
ют положительные результаты на очень простых
примерах, весьма удаленных от нужд современ�

( )p v
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ной практики, состоящей в изучении сложных,
многопараметрических моделей. Рассмотрение
действительно интересных задач требует тщатель�
ной работы над компонентами входящими в кри�
терий оптимальности, характеризующий классы

 Кроме того, чаще всего необходимо
реализовывать совместную инверсию данных не�
скольких геофизических методов, чаще всего сей�
смо� и гравиметрии, сопровождая это тщательным
подбором и анализом критериев оптимальности.
На этом пути собственно инверсия – решение об�
ратной задачи, это лишь небольшой вычисли�
тельный этап.

Понимание этого обстоятельства выводит на
передний план совершенно иную постановку об�
ратных задач гравиметрии, в которых требование
адекватности изучаемой модели гравитационно�
му полю выносится на второй план и служит
лишь краевым условием для иной – динамиче�
ской задачи. Эта постановка лишена проблем,
связанных с эффектами скрытой эквивалентно�
сти, и состоит в следующем. Пусть плотностная
модель претерпевает эволюцию, контролируе�
мую параметром t (условное время) и ее состоя�
ние для каждого значения этого параметра опи�
сывается семейством  Уравнение эволю�
ции Ξ[σ(t, v), V(t, v), t] = 0 включает в себя
неопределенные геодинамические параметры
V(t, v), контролирующие характер эволюционно�
го процесса, а краевым условием для уравнения
эволюции служит требование, чтобы в конечном
состоянии при t → T модель  стремилась к
состоянию поле, от которого соответствует задан�
ному u(s0). Итоговая задача формулируется следу�
ющим образом [Кобрунов, 2012]:

(26)

Здесь M заданный класс для геодинамических

параметров;  заданное начальное приближе�
ние. 

В формулировке (25) принимается гипотеза о
том, что современное состояние модели есть ре�
зультат ее эволюции от некоторого начального
состояния, к современному, контролируемым из�
меренным гравитационным полем. Движение
управляется геодинамическими параметрами,
подчиненными условию, приводящему исходное
состояние (модели) к состоянию с заданным по�
лем. В такой постановке задача инверсии поля
подменяется задачей динамического развития
модели с введением итогового условия соответ�
ствия развития модели современному, реально за�
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данному полю. Итерационный процесс, реализу�
ющий постановку задачи (25), состоит в пошаго�
вом уточнении геодинамических параметров
V(t, v), выраженных в форе операторов от текущей
невязки полей между моделью среды на текущей
итерации и заданного поля. 

ВЫВОДЫ

Изученные в работе эффекты скрытой эквива�
лентности состоят в получении в качестве квази�
решений обратной задачи гравиметрии аппрок�
симации нормальных решений с неадекватной
принципу содержательности нормой. Их свой�
ства, во�первых, априори не контролируемы в
рамках идеологии аппроксимационного подхода
и приводят к получению заведомо ошибочных ре�
зультатов геоплотностного моделирования. Во
вторых, эффекты скрытой эквивалентности в
полной мере проявляются для многопараметри�
ческих моделей, необходимость введения кото�
рых предопределена требованием адекватности
методов современным реальным практическим
задачам. Эти обстоятельства являются причиной
снижения эффективности гравиметрического ме�
тода при изучении сложно построенных сред, ха�
рактеризующихся распределенными параметра�
ми, в частности при изучении локальных неодно�
родностей в верхней части литосферы. Эффекты
скрытой эквивалентности характерны при изуче�
нии наиболее изученных локально распределен�
ных плотностных моделей, так и для изучения
многослойных структурных систем. Показано, в
частности, что структурные системы оказываются
связанными с краевыми значениями гармониче�
ских функций на поверхностях, образованных са�
мими структурами, и это влечет преимуществен�
ное варьирование в результатах решения обратных
задач верхних границ по отношению к нижним.
Этот эффект, хорошо известный в практике авто�
матизированной интерпретации, нашел свое обос�
нование как систематически и с необходимостью
проявляющееся правило – эффект скрытой экви�
валентности. 

Значимость полученных результатов состоит в
том, что для сложных многопараметрических мо�
делей сред, адекватных современной интерпрета�
ционной практике, должны быть изменены
принципы, лежащие в основе постановки обрат�
ных задач. Возникающие проблемы непреодоли�
мы внутри гравиметрического метода в рамках
аппроксимационного подхода в его классическом
понимании.

Преодоление описанных эффектов находится
на пути дополнения аппроксимационного подхо�
да для сложных условий (модели сред с простран�
ственно распределенными параметрами), крите�
риальными и динамическими принципами. Кри�
териальные принципы обеспечивают управления
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свойствами нормальных решений. Динамиче�
ские обеспечивают согласованность результата с
процессами трансформации моделей в процессе
их геодинамического развития. В совокупности
они преобразуют обратную задачу гравиметрии в
задачу системной инверсии с широким привлече�
нием априорных сведений об изучаемом объекте,
включая информацию о его генезисе. Эта инфор�
мация реализуется в виде параметров функциона�
ла – нормы относительно которой ищется нор�
мальное решение и геодинамических параметров,
контролирующих эволюцию геодинамической си�
стемы. За счет того, что геодинамические парамет�
ры контролируются и уточняются величиной не�
вязки полей в процессе оптимизации модели,
теоретически обеспечивается возможность од�
новременного уточнения и геодинамических па�
раметров в процессе геоплотностного моделиро�
вания по гравиметрическим данным.
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